2.5 Skalarprodukt, Lange, Winkel und Vektorprodukt z%@

Beispiel 38 R" hat auch andere Basen als die Standardnormalbasis, ndmlich jede li-
near unabhédngige Menge von drei Vektoren ist eine Basis von R", z. B. ist fiir R3 die
folgende Menge eine Basis:

1)) )

Das haben wir in Beispiel 37 festgestellt. Dagegen ist

GRORE)

keine Basis, wie aus Beispiel 36 hervorgeht. Analog verhilt es sich allgemein mit IR".

2.5 Skalarprodukt, Linge, Winkel und Vektorprodukt

Definition 34 (Skalarprodukt) Essei V ein Vektorraum iiber dem Kérper IR. Eine Ab-
bildung - : VxV — R : (X,ij) = X - ist ein Skalarprodukt auf V, wenn - fiir alle
X,i,Z € Vund k € R die folgenden Eigenschaften erfiillt:

a) Xy =y - X (Symmetrie bzw. Kommutativitat)

b) Bilinearitat:

1) (X+¥)-2=X-Z+7-Z
)X (Y+2)=X-y+x-Z
3) (k-%)-7=k-(%-7)
4 x-(k-y)=k-(¥-7)
c) X-X > 0 (positive Definitheit)
d ¥¥=0c%¥=0

Definition 35 (Standardskalarprodukt) Fiir die reellen Vektorraume IR" ist das Stan-
dardskalarprodukt folgendermafien definiert:

X1 Y1
L X2 Y2 L
xy=1.11.1= Xi-yi=XxX1-Y1+...+ X5 Yy
i=1
Xn Yn

Satz 35 Das Standardskalarprodukt ist ein Skalarprodukt.

BEWEIS Ubung.
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Definition 36 (Norm) Es sei V ein reeller Vektorraum. Eine Abbildung || || : V — R :
X > ||¥|| heifst Norm, wenn || || fiir alle ¥, i € V und k € R die folgenden Bedingungen
erfillt:

1) ||#]| > O fiir ¥ # O (positive Definitheit)

2) |%]|=0=%=0

3) ||k-X|| = |k| - ||X]| (Homogenitét)

4) ||X+ 7] < ||X]| + ||7]| (Dreiecksungleichung)

Definition 37 (Skalarproduktnorm) Es sei V ein reeller Vektorraum. Dann nennt man
eine Norm, die vermittels
||X]| := VX-X

durch ein Skalarprodukt induziert wird, Skalarproduktnorm, insbesondere die durch
das Standardskalarprodukt induzierte Norm

X1

- X2
== 7] = 3 +d ...

Xn

Man nennt Vektorrdaume, in denen die Norm durch ein Skalarprodukt induziert wird,
euklidische Vektorriume.

Bemerkung 15 Der Zahlenwert ||X|| lasst sich generell fiir jede Norm als Lange des
Vektors X interpretieren. Fiir den Fall der Norm, die durch das Standardskalarprodukt
induziert wird, entspricht ||X|| der Langendefinition, die man aus der euklidischen
Elementargeometrie kennt (daher wird diese Norm auch euklidische Norm genannt).

X3

\Va +al +al

Abbildung 2.3: Lange in IR? {iber das Standardskalarprodukt

In der Grafik 2.3 kann man erkennen, dass die Norm

a
@]l = ||| a2 ||| = /a3 + a5+ a3
as
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2.5 Skalarprodukt, Lange, Winkel und Vektorprodukt z%@

der Methode entspricht, wie man in der (euklidischen) Elementargeometrie die Lange
einer Raumdiagonalen durch zweifache Anwendung des Satzes des Pythagoras be-
rechnet.

Es ist noch zu zeigen, dass die Skalarproduktnorm {iiberhaupt eine Norm ist. Als
Hilfsmittel dient dazu das folgende Lemma.

Lemma 3 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) In jedem euklidischen Vektorraum V gilt
|- gl < [1%]] - 1]l

fiiralle X,j € V.

BEWEIS Fiir i = 0 ist die Ungleichung erfiillt. Es sei nun i # 0. Man setze k = >

IES
0. Dann gilt
0<(X—k-%)-(x—k-J) = ¥-X—2-k-X-§+k-§-7
g P TP
— -2 B
1gl1> 171P
= (f'_)z
= |9l -
1711
Daraus ergibt sich (- 7)2 < ||7I[? - 171, also |- 7 < |[]| - |17
Satz 36 Es sei V ein reeller Vektorraum. Dann erfiillt die Abbildung || || : V — R : ¥ —

||X||, die vermittels

7] := VF-%

durch ein Skalarprodukt induziert ist, die Eigenschaften einer Norm.

BEWEIS Die ersten drei Eigenschaften einer Norm lassen sich leicht nachrechnen. In-
teressant ist die Geltung der Dreiecksungleichung. Hier gilt:

(IZl+1g1D* = 1= +2- 1] - ||7]] + ||7]]* (binomische Formel)
> [|%][*> 42 (% #) + ||7]|* (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
= [I#+7l?

Also gilt insgesamt ||X|| + ||i/|| > ||X + V|-
Definition 38 (Winkel) Es sei V ein euklidischer Vektorraum. Fiir X,/ € V mit ¥ #
0 # i ist der Winkel <((¥, i/) zwischen X und ¥ definiert als:

oo X-y ) ,
<(X,y) =arccos | —=——=~ | € |0; T
w9 (i) € o
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Bemerkung 16 Die Definition ist von der euklidischen Elementargeometrie her mo-
tiviert. Allgemein fiir Dreiecke (siehe Abbildung 2.4) gilt eine Verallgemeinerung des
Satzes des Pythagoras, namlich der Kosinussatz. Er besagt: In jedem Dreieck gilt

¢ = a® +b* — 2ab - cos(y)

(fiir v = 90° ergibt sich als Spezialfall der Satz des Pythagoras). Formt man diese

Abbildung 2.4: Dreieck

Gleichung um, so ergibt sich

a? +b> — 2
cos(y) = oy

Nun kann man die Seiten a und b als Vektoren @ und b auffassen. Dann ist ¢ der Diffe-
renzvektor @ — b. Somit ergibt sich

I |l e | e | el

COS =
) 2. dl| - |[B]-

Verwendet man das Standardskalarprodukt, so erhélt man:

a%—l—a%+b%+b§— (a1 _b1)2_ (az—bz)z

cos(y) =

2-|[al] - [pl]
_ a%+a%+b%+b§—a%-}—Zalbl—b%—a%-i—Zazbz—b%
2-[|al] - [[ol]
. 2a1b1 +2612b2
2-|[al] - [pl]
B ﬂ1b1+112b2
[|al[ - 1[pl|
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2.5 Skalarprodukt, Lange, Winkel und Vektorprodukt Z%

a-b

[[al[ - I[bl|

bzw.

S

B i-b
<(d,b) = arccos (H>
(][ - [1]]

Unter Verwendung des Standardskalarproduktes entspricht die Definition genau der
elementargeometrischen Vorstellung des Winkels, aber auch bei anderen Skalarpro-
dukten ldsst sich diese Definition verwenden.

Definition 39 (Vektorprodukt) Man betrachte R als euklidischen Vektorraum mit dem
Standardskalarprodukt. Dann nennt man die Abbildung

X1 n X2Y3 — X3Y2 X2Y3 — X3Y2
¥xy= x| x|y | = —(ays—x3y1) | = | x3y1 — %193
X3 Y3 X1Y2 — X2Y1 X1Y2 — X2

das Vektorprodukt oder Kreuzprodukt auf IR>.

Bemerkung 17 Das Vektorprodukt der Vektoren 7 und b lasst sich geometrisch als Vek-
tor 4 x b interpretieren, der senkrecht auf der von den beiden Vektoren aufgespannten
Ebene steht und mit ihnen ein Rechtssystem bildet. Die Lange dieses Vektors entspricht

dem Fldcheninhalt des Parallelogramms, das von den Vektoren 4 und b aufgespannt
wird (siehe Abbildung 2.5).

A

axb

b xb
6,lé1 |

a

Abbildung 2.5: Vektorprodukt: Geometrische Veranschaulichung
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