3) Furalle k € Kund ## € U istauch k- i € U, denn wenn ## € U dann gibt es
kl,.,kneKmlt

<

== k1'61+...+kn'5n
Dann aber gilt auch:

k"(_; - k'(kl"z_jl_l_...“l_kn'z_jn)
== (k'kl)'ﬁl‘i‘...“l’(k'kn)"z_j\n

Da aber alle k - k; € Ksind, istk - i € U.

Beispiel 35 In der Schule werden Geraden und Ebenen in IR® betrachtet. Geraden und
Ebenen sind Unterrdume, sofern sie durch den Ursprung verlaufen (andernfalls ent-
hielten sie nicht den Nullvektor), d. h. Ursprungsgeraden und -ebenen

t- bzw.

S .

g:
E:

=R =Y
S <L

+t-7

sind also nicht anderes als die lineare Hiillen der Richtungsvektoren ¢ bzw. if und 7.

2.2 Lineare Unabhingigkeit

Definition 30 (Lineare Unabhingigkeit) Es sei V ein Vektorraum {iiber einem Korper
K. Weiterhin sei A = {#},...,7,} C V eine Menge von n Vektoren aus V. Die Menge
A bzw. die Vektoren 7, . .., U, heiflen linear unabhingig, wenn sich der Nullvektor nur
so als Linearkombination von A

—

6:k1'z71+k2'52+...kn'vn

darstellen ldsst, dass k1 = ko = ...k, = 0ist. Andernfalls heifSen A bzw. @y, ..., T, line-
ar abhingig. Wenn A C V unendlich ist, dann heifit A genau dann linear unabhéngig,
wenn jede endliche Teilmenge von A linear unabhéngig ist.

Beispiel 36 Fiir den reellen Vektorraum R® sei A C IR® gegeben durch:
1 3 -1

A= 21,11 1|,|-5
0 -2 2
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2.3 Basis und Dimension ;,/dg

Ist A linear abhédngig oder unabhédngig? A ist genau dann linear unabhéngig, wenn
das folgende Gleichungssystem genau eine Losung hat, ndimlich x =y = z = 0:

1 3 -1 0
x|\ -2)+y- | 1 | +z-|-5|=10
0 -2 2 0

x +t3y -z =0

@{ —2x 4y -5z =0

-2y +2z = 0

Die Losungsmenge dieses linearen Gleichungssystems (LGS) kann man beispielsweise
mit dem Gauflalgorithmus berechnen. Der Gaufialgorithmus fiihrt auf das folgende
Ergebnis:

1 3 -11]0 14010
-2 1 5| 0«&...&011]0
0 -2 210 00010

An der Nullzeile erkennt man: Das Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen,
d.h. Aistnichtlinear unabhidngig. Wenn man die Losungsmenge genau angeben moch-

te (was nicht notig ist), so sieht man an der zweiten Zeile, dass y = —z ist, und an der
ersten, dass x = —4y ist; daher ist die Losungsmenge I = {(4z, —z,z) | z € R} bzw.
IL ist die lineare Hiille des Vektors
4
—1
1

2.3 Basis und Dimension

Definition 31 (Basis) Es sei V ein Vektorraum {iber einem Korper K. Weiterhin sei

B = {Bl,. . .,Bn} C V. Man nennt B eine Basis von V, wenn B die beiden folgenden

Bedingungen erfiillt:

1) Esist (B) =V, d.h. die lineare Hiille von B ist V, d.h. jeder Vektor aus V kann als
Linearkombination von B dargestellt werden.

2) B ist linear unabhingig.

Satz 31 (Eindeutige Darstellung eines Vektors) Ist B eine Basis von V, so lisst sich jeder
Vektor aus V eindeutig als Linearkombination von B darstellen.

BEWEIS Da sich jeder Vektor von V nach Definition als Linearkombination von B dar-
stellen ldsst, ist nur noch zu zeigen, dass diese Darstellung eindeutig ist. Man nehme
an, ein ¥ € V habe zwei verschiedene Darstellungen beztiglich B:

G = ki-by+...+ky- by
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