Beweis. Wir betrachten die Funktion
9(x)—g(b) b
g:D' =R, gx) = 2=b v7
g'(b) x =b.

Da g in b differenzierbar ist, ist g auf ganz D’ stetig. Nun betrachten wir den Differen-
zenquotienten:

g(fla+h) —g(f(@) _ g(fla+h) —g(f(@) fla+h)-f(a)
h fla+h)—f(a) h
a+h) a — fla ~ a — fla
(f<a++h)>_i()' +}2 19 _ 5(pasny)- L +h}>L fla)

Als zweiten Faktor erkennen wir den Differenzenquotienten von f im Punkt a, dieser
konvergiert gegen f/(a) fiir h — 0. Fiir den Faktor g(f(a + h)) nutzen wir, dass g und f
stetig sind, somit gilt

g(fla+h)) = g(f(a) =4¢'(b) fiir h—0.

Insgesamt haben wir also gezeigt, dass fiir h — 0 gilt:

Wt W) Z9U0 @), ). j(a) = 4'(f(@) - £1(0

Proposition 7.23 (Ableitung der Umkehrfunktion). Seien D, D’ C R Intervalle
und sei f: D — D' streng monoton wachsend (bzw. fallend), stetig und bijektiv mit
Umkehrfunktion g = f~1 : D' — D. Ist f in a € D differenzierbar mit f'(a) # 0, so
ist g in b:= f(a) differenzierbar, und es gilt:

Man kann diese Formel mit der Kettenregel motivieren: Da f(g(b)) = b fiir alle b € D’
gilt, ist einerseits (f o g)'(b) = 1, andererseits nach Kettenregel auch: (f o g)'(b) =
f'(g9(b))g'(b), woraus durch Umstellen die Formel folgt. Allerdings wird in obiger Propo-
sition zusitzlich gezeigt, dass g iiberhaupt differenzierbar ist; was bei obiger Argumen-
tation vorausgesetzt werden miisste. Darum geben wir einen unabhéngigen Beweis.

Beweis. Setze t := g(z) und nutze g(b) = a sowie x = f(t) und b = f(a), um den
Differenzenquotienten umzuformen:

g@)—gb) _  t—a 1 1
r—b fO-f)  TOT@ T )
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fir  — b, denn aufgrund der Stetigkeit von g, die wir bereits frither bewiesen haben,
gilt mit + — b auch t = g(x) — ¢g(b) = a, und somit kénenn wir auf der rechten Seite
den Grenzwert fiir t — a betrachten. O

Beispiele: Ableitung exp(z?), In(x), allgemeine Exponential- und Logarithmusfunkti-
on, arccos, arcsin, arctan

7.3 Mittelwertsatz und Anwendungen

In diesem Abschnitt werden wir sehen, wie sich Funktionseigenschaften wie Monoto-
nie, Minima und Maxima aus den Ableitungsfunktionen herleiten lassen. Auflerdem
préazisieren wir die Idee der linearen Approximation. Grundlage hierfiir ist jeweils der
Mittelwertsatz, den wir zu Beginn dieses Abschnittes mit Hilfe zweier vorbereitender
Resultate (Notwendiges Kriterium fiir Extremstellen, Satz von Rolle) beweisen wollen.

Proposition 7.24 (Notwendiges Kriterium fiir Extremstellen). Sei f : [a,b] = R
und ¢ € (a,b) so, dass f in c ein lokales Mazimum oder Minimum hat. Ist f in c
differenzierbar, so gilt f'(c) = 0.

Beweis. Wir fithren den Beweis im Falle, dass in ¢ ein Maximum vorliegt. Dann existiert
ein € > 0, so dass f(z) < f(c) fir alle € (¢ — €, ¢+ €). Insbesondere gilt (aufgrund der
Vorzeichen des Nenners!)

MEO firz e (c—e c)undM

<0 firzx€ (¢c,c+e).
x—c r—c

Ist f in c¢ differenzierbar, so miissen links- und rechtsseitiger Grenzwert des Differen-
zenquotienten in ¢ iibereinstimmen; die erste Eigenschaft liefert f/'(c) > 0, die zweite
f'(¢) <0, zusammen muss also f'(c) = 0 gelten. O

Proposition 7.25. Sei f : [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b), und
es gelte f(a) = f(b). Dann ezistiert ein ¢ € (a,b) mit f'(c) = 0.

Beweis. Als differenzierbare Funktion ist f stetig. Nach dem Extremalsatz 6.35 muss f
somit auf [a,b] Minimum und Maximum annehmen. Hierbei sind zwei Félle zu unter-
scheiden: f nimmt sowohl Minimum als auch Maximum in den Randpunkten a, b an. Da
f(a) = f(b) gilt, muss f dann bereits auf ganz [a, b] konstant sein; somit ist f'(z) = 0
fir alle = € [a, b].

Im anderen Fall gibt es ein ¢ € (a, b), in welchem das Minimum (oder das Maximum)
angenommen wird. Nach Proposition 7.24 folgt dann f/(c) = 0. O
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