Lésung. Der Differenzenquotient ist

f(1+h)— f(1) (1+h)2—1_1+2h+h2—1_2h+h2_2+h

h h h h

also folgt
. f(+h)—f(1) :
1) =1 f(— = lim2+h=2.
S) hs0 h B0 +
Wir haben also zunéchst den Differenzenquotienten umgeformt, und dann mit den Re-
chenregeln fiir Grenzwerte den Grenzwert bestimmt. 0

Beispiel 7.5. Ist die Funktion f: R — R, f(z) = |z| in 0 differenzierbar?

Lésung. Fiir den Differenzenquotienten gilt

f(0+h) — £(0) |h| -1 fiirh<0
h h 1 firh>0"

also existiert der Grenzwert fiir A — 9 nicht, die Funktion ist also in 0 nicht differenzier-
bar. Hingegen existieren links- und und rechtsseitige Ableitung, diese haben den Wert
-1 bzw. 1. O

Schauen wir nochmal auf Abbildung 11, so kénnen wir uns auch vorstellen, dass der
Kurvenverlauf ab « durch eine Gerade mit der entsprechenden Steigung angendhert wird.
Wir sprechen von linearer Approximation.

Nach Definition der Ableitung ist némlich fiir  nahe bei a

f(z) — f(a)

Tr—a

~ f'(a), dh f(z)—f(a) = f(a)(z —a).

(Im Mittelwertsatz (s.u.) werden wir eine dhnliche Formel fiir f(z) — f(a) sehen, in der
sogar Gleichheit gilt).

Definition 7.6. Sei f : D — R differenzierbar in a € D. Die Tangente von f in a
ist definiert als lineare Funktion mit Steigung f’(a) durch den Punkt (a, f(a)), d.h.
die Funktion

Ti:R—=R, Ti(z)=f(a)(@—a)+f(a)

Bemerkung 7.7. Die Differenzierbarkeit von f in a kann also so interpretiert werden,
dass f nahe bei a durch seine Tangente in a ersetzt werden kann, ohne dass dies fiir die
Berechnung der Werte einen groflen Unterschied macht. Lineare Approximation ist an
vielen Stellen hilfreich!

Beispiel 7.8. Berechnen Sie v/4.01 durch lineare Approximation.
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Lisung. Wir betrachten die Funktion f(z) = y/x und wollen den Funktionswert im
Punkt 2 = 4.01 durch lineare Approximation im Punkt a = 4 bestimmen (denn /4 = 2
wissen wir!), also geméfl der Formel

F(4.01) ~ f/(4)(4.01 —4) + f(4) = 0.01- f'(4) +2

Dazu miissen wir noch f/(4) bestimmen. Dazu erweitern wir den Differenzenquotienten,
um die 3. binomische Formel anwenden zu kénnen, wie folgt:

Vith-v4 _ (Vi+h—VHVA+h+ V4 4+h—4

h h(VA+h+4)  h(VA+ h+V4)
Nun konnen wir A kiirzen und erhalten

1 1 1 1

li = = = -.
hli%(\/er\/;) Va++/4 242 4

Somit erhalten wir als Ndherungswert

fl4) =

F(4.01) ~ f/(4)(4.01 —4) + f(4) = 0.01-0.25+2 = 2.025
O

Proposition 7.9. (*) Sei f: D — R und a € D. Die Funktion f ist genau dann in
a differenzierbar, wenn es eine in a stetige Funktion f : D — R gibt, so dass f(x) =

(z —a)f(z)+ f(a). In diesem Fall gilt dann f'(a) = f(a).

-~

Beweis. (*) Fiir z # a sieht man durch Auflésen der Gleichung, dass f(z) = % f
kann genau dann zu einer in a stetigen Funktion erweitert werden, wenn der Grenzwert
lim,—,, f in R existiert, dies entspricht aber genau dem Grenzwert, der auch in der

Definition der Ableitung betrachtet wird, wenn dieser existiert, gilt also f(a) = f'(a). O

Definition 7.10. Sei D C R ein Intervall und f : D — R eine reelle Funktion,
die in jedem Punkt a € D differenzierbar ist. Dann heifit f differenzierbar, und die
Abbildung ' : D — R, x — f'(x) heifit Ableitungsfunktion.

Falls die entsprechenden Funktionen wieder differenzierbar sind, setzen wir f” =
(f"Y, f = (f") usw. Diese Funktionen werden als zweite, dritte, ... Ableitungs-
funktion von f bezeichnet, f heifit dann zweimal, dreimal, ... differenzierbar. Man

schreibt auch f@ = f7, fG) = 7 ysw.

Bemerkung 7.11. e In unserem Eingangsbeispiel wiirde die f’ fiir jeden Punkt die
,punktgenau berechnete“ Steigung angeben.

e Die zweite Ableitung f” gibt fiir jeden Punkt an, wie stark sich die Steigung dort
verdndert. Dies wird auch als Kriimmungsverhalten der Funktion bezeichnet.
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e Wir werden bald sehen: ist f” = 0, so bedeutet dies: keine Anderung in der Stei-
gung, f’ ist dann konstant. Die einzigen Funktionen mit konstanter Steigung sind
Geraden. Umgekehrt bedeutet f” # 0 eine Anderung im Steigungsverhalten, dann
kann die Funktion selbst keine Gerade darstellen. Dies erkldrt insbesondere den
Begriff Kriimmungsverhalten.

Definition 7.12. Sei D ein Intervall und f : D — R zweimal differenzierbar. Dann

wird
Do) = (@) + @) —a)+ T D —ap?

als quadratische Approximation von f im Punkt a bezeichnet.

Bemerkung 7.13. Der Faktor % vor der zweiten Ableitung erklart sich, wenn wir Ab-
leitungsregeln besprochen haben. Er ist so gewihlt, dass T, 7", T” mit f, f’, f” im Punkt

a iibereinstimmen.
Beispiel 7.14. Bestimmen Sie die Ableitungsfunktionen f’, f”,... fiir:
(a) f:R—=R, f(z)=1, @ fR-=R, f(z) ==
Losung. Wir werden sehen, dass die Losung zu (a) in der Losung zu (b) enthalten ist.
Wir betrachten den Differenzenquotienten zu f(z) = 2 in einem belieben Punkt a € R:

f@)—f@) _w—a_

r—a r—a

L,

insbesondere gilt also limg_, W =1 in jedem Punkt a € R, also f'(a) = 1.
Zur Bestimmung von f” betrachten wir wieder den Differenzenquotienten von g(z) :=

1 in einem beliebigen Punkt a € R:
g@)—gla) _ 1-1

Tr—a r—a

=0,

es folgt f”(a) = ¢’(a) = 0 fiir alle a € R. Analog sieht man, dass die Ableitungsfunktion
einer beliebigen konstanten Funktion g(x) = ¢ (¢ € R) ebenfalls Null ist, insbesondere
sind dann alle héheren Ableitungen f”, f®), ... konstant gleich Null. O

Proposition 7.15. Sei D C R ein Intervall. Ist f : D — R differenzierbar im Punkt
a € D, soist f auch stetig in a.

Beweis. Aufgrund der Differenzierbarkeit von f in a gilt

1)~ s = T2 oy a0
fir x — a, also gilt f(z) — f(a) fir z — a. O
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7.2 Rechenregeln fiir Ableitungen

Proposition 7.16. Seien f,g : D — R Funktionen, die in a € D differenzierbar
stnd. Dann gilt:

(a) Fir c € R ist cf in a differenzierbar und (cf) (a) = cf'(a).
(b) [+ g istin a differenzierbar und (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a).
(¢) Produktregel: fg ist in a differenzierbar und

(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)

(d) Quotientenregel: Ist g(a) # 0 und a Haufungspunkt des Definitionsbereiches von
57 50 15t 5 in a differenzierbar, und es gilt

(f)’(a) _ [a)g(a) = fla)g'(a)

g g(a)?

Beweis. (a) - (c) sind Hausaufgabe. (d) ldsst sich auf die Produktregel zuriickfiithren
(Hausaufgabe), wenn wir folgendes gezeigt haben: Unter den genannten Voraussetzun-

gen ist (;)/(a) = — géfg; Um dies zu zeigen, formen wir den entsprechenden Differen-
zenquotienten wie folgt um

1 1 9(a) glath)
gath) ~ gla) _ glathygla) _ gla)glath) _ 1 g(a) —gla+h)

h h gla+h)g(a) h

Fir h — 0 gilt nun g(a + h) — g(a), da g insbesondere stetig in a ist; auBerdem
konvergiert der zweite Faktor gerade gegen —¢'(a). Dies zeigt die Behauptung. O

Mit der Wahl g(x) = x haben wir insbesondere folgendes gezeigt:

Beispiel 7.17. Die Hyperbelfunktion f : R\ {0}, f(z) = % ist differenzierbar und
Fia) =~

Mit der Produktregel erhalten wir weiterhin Ableitungsregeln fiir Polynome sowie
allgemeiner fiir Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten.

Beispiel 7.18. Firn € Z sei f : D — R, f(z) = a2™, wobei D der gréfitmogliche
Definitionsbereich sei. f ist auf ganz D differenzierbar und f'(z) = na™"!.

Losung. Fiir n € IN ist dies Hausaufgabe. Fiir negative Exponenten zeigen wir dies per
Induktion; wir betrachten also die Funktionen f(z) = %n fiir n € IN, und miissen zeigen,
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dass f'(x) = (—n)# gilt (man vergewissere sich, dass dies der behaupteten Aussage
fiir negative Exponenten entspricht).

Induktionsanfang: Fiir n = 1 haben wir bereits gesehen, dass die Ableitung von
f(z) = & durch f'(z) = (—1)-5 gegeben ist.

Induktionsvoraussetzung: Fiir beliebiges, aber festes n € IN sei bekannt, dass die
Ableitung von g(z) = = durch ¢'(x) = (—n) = gegeben ist.

Induktionsschluss: Wir bestimmen nun die Ableitung von f(z) = a:"% mit Hilfe
der Produktregel, in dem wir f(z) = %I% schreiben, die Ableitungen beider Faktoren
sind bekannt, und es folgt

1.1 1 1

F@) = ety (W = )

Proposition 7.19. Ableitung der elementaren Funktionstypen.

(a) Ist f : R = R, f(x) = apz™+- - -+ar1x+ag eine Polynomfunktion mit an, ...,a0 € R,
so ist f differenzierbar und f'(z) = napz™ ' + -+ + 2a2x + ay.

(b) Ist f eine rationale Funktion mit mazimalem Definitionsbereich D, so ist f auf ganz
D differenzierbar, f' berechnet sich aus (a) mit Anwendung der Quotientenregel;
insbesondere ist f' wieder eine rationale Funktion.

(c) Ist f: (=r,7) = R, f(x) =D 5o, arz® eine Potenzreihenfunktion, so ist f auf ganz

(—r,r) differenzierbar, und f' ist ebenfalls eine Potenzreihenfunktion:

o0
fl(z) = Z kapr® ' = a1 + 2a0x + 3azz® + ...
k=1

Beweis. Der Beweis von (a) ist Hausaufgabe; (b) ist eine direkte Anwendung der Quo-
tientenregel.
Beweis von (c): (*) Zusatzmaterial, wird spéter erginzt O

Lemma 7.20. (*) Die Potenzreihen Y s arz® und
o0
Z kapz® ' = a1 + 2a92 + 3asz® + . ..
k=1

haben den gleichen Potenzradius.

Beweis. (*) Zusatzmaterial. Man kann (als Teilargument) priifen, dass die Formel von
Hadamard fiir beide Potenzreihen den gleichen Potenzradius ergibt. O

Beispiel 7.21. Man zeige:
(a) f:R— R, f(z) = exp(x) ist differenzierbar und f’(z) = exp(z).
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(b)
()

f:R =R, f(z) =sin(x) ist differenzierbar und f’(z) = cos(z).
f:R =R, f(z) = cos(x) ist differenzierbar und f’(z) = — sin(z).

Beweis. Dies ldsst sich jeweils aus den Potenzreihendarstellungen und der entsprechende
Ableitungsregel folgern.
Ohne Verwendung der Potenzreihendarstellung ist ein Beweis mittels der Funktional-

gleichung von exp bzw. mittels der Additionstheoreme mdoglich, diesen zeigen wir hier.

(a)

Wir betrachten den Differenzenquotienten in einem Punkt z € R:
exp(z + h) — exp(z) _ exp(z) exp(h) — exp(x) — expla) - exp(h) — 1
h h h
Im ersten Schritt haben wir die Funktionalgleichung von exp angewendet. Der zweite

Faktor auf der rechten Seite entspricht gerade dem Differenzenquotienten im Punkt
x=1!. Dessen Grenzwert haben wir in Beispiel 6.21 bereits als 1 bestimmt, es folgt

exp(z + h) — exp(z)
h

— exp(z) - 1 fiir h — 0,
also ist f'(z) = 1.

Sei x € R beliebig und h # 0, dann kénnen wir den Differenzenquotienten durch
Anwenden des Additionstheorems fiir den Sinus umformen:

sin(z + h) — sin(z) sin(x) cos(h) + cos(x) sin(h) — sin(x)

h h
h)—1 in(h
- sin(m)% +cos(m)¥
Die beiden Quotienten, in denen h auftritt, haben wir bereits in Beispiel 6.22 ana-
s .1, sin(h)
lyisiert, es gilt —— — 1 und
cos(h) =1 cos(h) — 1 I
. =h 2 = 0 2) =0

fiir h — 0. Zusammen gilt also

lim sin(z + h) — sin(x)

lim - = sin(x) - 04 cos(z) - 1 = cos(z)

Proposition 7.22 (Kettenregel). Seien f: D — R und g : D' — R mit f(D) C D'.
Sei f in a € D differenzierbar und g in b := f(a) differenzierbar. Dann ist go f in
a differenzierbar und es gilt:

(go)(@) = ¢'(f(@)-Fa).
Merkregel: Innere Ableitung (d.h. f’) multipliziert mit #uflerer Ableitung (d.h. ¢/,

ausgewertet im Punkt b = f(a).)
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