2.3 Basis und Dimension ;,/dg

Ist A linear abhédngig oder unabhédngig? A ist genau dann linear unabhéngig, wenn
das folgende Gleichungssystem genau eine Losung hat, ndimlich x =y = z = 0:

1 3 -1 0
x|\ -2)+y- | 1 | +z-|-5|=10
0 -2 2 0

x +t3y -z =0

@{ —2x 4y -5z =0

-2y +2z = 0

Die Losungsmenge dieses linearen Gleichungssystems (LGS) kann man beispielsweise
mit dem Gauflalgorithmus berechnen. Der Gaufialgorithmus fiihrt auf das folgende
Ergebnis:

1 3 -11]0 14010
-2 1 5| 0«&...&011]0
0 -2 210 00010

An der Nullzeile erkennt man: Das Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen,
d.h. Aistnichtlinear unabhidngig. Wenn man die Losungsmenge genau angeben moch-

te (was nicht notig ist), so sieht man an der zweiten Zeile, dass y = —z ist, und an der
ersten, dass x = —4y ist; daher ist die Losungsmenge I = {(4z, —z,z) | z € R} bzw.
IL ist die lineare Hiille des Vektors
4
—1
1

2.3 Basis und Dimension

Definition 31 (Basis) Es sei V ein Vektorraum {iber einem Korper K. Weiterhin sei

B = {Bl,. . .,Bn} C V. Man nennt B eine Basis von V, wenn B die beiden folgenden

Bedingungen erfiillt:

1) Esist (B) =V, d.h. die lineare Hiille von B ist V, d.h. jeder Vektor aus V kann als
Linearkombination von B dargestellt werden.

2) B ist linear unabhingig.

Satz 31 (Eindeutige Darstellung eines Vektors) Ist B eine Basis von V, so lisst sich jeder
Vektor aus V eindeutig als Linearkombination von B darstellen.

BEWEIS Da sich jeder Vektor von V nach Definition als Linearkombination von B dar-
stellen ldsst, ist nur noch zu zeigen, dass diese Darstellung eindeutig ist. Man nehme
an, ein ¥ € V habe zwei verschiedene Darstellungen beztiglich B:

G = ki-by+...+ky- by
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§ = L -by4...+1,-by
Dann gilt:
6 = ?7—772(kl—ll)'Bl+---+(kn_ln)‘gn

Da aber B linear unabhéngig ist, lasst sich der Nullvektor nur so als Linearkombination
von B darstellen, dass alle Koeffizienten gleich Null sind, d.h. es gilt 0 = k; — [} =
... = ky —I,,. Daraus folgt ky = I1,...,k, = I, d.h. die beiden Darstellungen von 7
sind — im Widerspruch zur Annahme — nicht voneinander verschieden.

Beispiel 37 Fiir den reellen Vektorraum R3 sei B C R® und 7 € R® gegeben durch:

G = ()

Die Darstellung von 7 fiihrt auf das folgende LGS:

() )= 0

-x 3y 3z = -2
< { 2x -y +z = 6
x +2y +2z = 2

Die Losungsmenge dieses linearen Gleichungssystems (LGS) kann man beispielsweise
mit dem Gauflalgorithmus berechnen. Der Gaufialgorithmus fiihrt auf das folgende
Ergebnis:

-1 33| =2 100 ] 2
2 -11| 6<...&010 ]| -1
1 22| 2 001 1

Also lasst sich 7 eindeutig als Linearkombination von B darstellen, namlich als 7 =
2-by — by + b3, d. h. die Losung des LGS (x = 2, y = —1 und z = 1) liefert die Koeffizi-
enten der Linearkombination. Der zugehorige Koeffizientenvektor ist

2
75 = | -1
1

Satz 32 (Existenzen von Basen) Jeder Vektorraum hat eine Basis.

BEWEIS Fiir unendliche Basen bedarf der Beweis tiefere Einsichten in die Mengenleh-
re. Daher wird er hier nur fiir endliche Basen gefiihrt. Der Beweis ist konstruktiv, d. h.
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2.3 Basis und Dimension ;&/A ‘

er ist zugleich ein Verfahren, wie man zu einem vorgegebenen Vektorraum, der eine
endliche Basis hat, eine endliche Basis konstruieren kann.

Es sei V ein Vektorraum tiber einem Kérper K. Falls V' = {O} ist, so ist B = {0}
eine Basis. Fall V # {0} ist, so wihle man ein bl € Vmit by # 0. Ist (b)) =V, so ist
B, = {bl} falls nicht, so glbt eseinb, € Vmith, ¢ (b1> Insbesondere sind dann by, b,
linear unabhiingig. Falls (b, by) = V ist, so ist By = {b;, by} eine Basis von V. Falls
nicht, so wiederholt man den vorangegangenen Schritt so lange, bis man eine linear
unabhingige Menge B, = {by, by, ..., b,} gefunden hat mit (B,) = V. Dann ist B, eine
Basis von V.

Satz 33 (Basisaustauschsatz) Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Weiterhin sei-
en B={by,...,bp} € VundC = {cy,...,cn} C V Basen von V. Dann gibt es zu jedem
b; ein ¢, sodass B* =B\ {b U {c]} = {bl, e bii1, G by, ., by} eine Basis von V ist,
d. h. man findet zu jedem Vektor b; der einen Basis einen geeigneten Vektor C; der anderen Basis,
sodass man b; durch C; ersetzen kann und B* nach der Ersetzung ebenfalls eine Basis ist.

BEWEIS Es seien B = {51,...,Bn} C Vund C = {¢,...,6n} € V zwei Basen von
V und es sei i mit 1 < i < n. Dann gibt es ein j mit 1 < j < m, sodass Cj ¢

—

<El, .. .,Ei_l,EiH, ..., by) ist. Denn andernfalls wire

V= <51,...,Em> C <Elr---/Ei7116i+1/---15n> 7& V,

was nicht sein kann, da (i, ...,,) = V ist und b; wegen der linearen Unabhingigkeit
der Vektoren keine Linearkombination von

—

{bll .. l 1/b1+1l'~'/5n}r

also (El, .. .,Ei_l,giﬂ, . ,En) # V ist. Fiir ¢ ist

{bl,... i— 1,C],b1+1,. . .,En}

linear unabhéngig, denn aus

—

O=ki bi+...+ki1-big+k-T+kipg -Bi+1+...+kn-5n}

folgt k = 0, da C; nicht in <El,. ) .,Bi,1,5i+1,...,3n> liegt. Da {bl, .., bi_q, IH, .., by }
linear abhédngig ist, folgt weiterhink; = ... =k;_1 = kjy; = = kn =0. Wenn man
I;i hinzufiigt, erhdlt man, dass

(b1,...,bi-1,C;, b1, ..., bu, b)) =V
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Posne

ist, da B eine Basis von V ist. Nach dem Existenzsatz von Basen und dem konstrukti-
onsprinzip in seinem Beweis ist dann aber bereits

{bll v /bi—ll Ej/ bi+1/ v rbn}

eine Basis von V, da E] keine Linearkombination von B ist und daher
{b1,...,b;_1, Ciybiv1,---,bn, b;}

linear abhéngig ist.

2.4 Dimension eines Vektorraumes

Bemerkung 13 Der vorangegangene Satz heifst (in dieser oder einer &hnlichen Formu-
lierung) , Austauschsatz von Steinitz”. Seine wichtigste Konsequenz ist der folgende
Satz. Dieser erlaubt es, den Begriff der Dimension eines Vektorraumes zu definieren.

Satz 34 (Kardinalitit von Basen) Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Sind By
und By Basen von V, so gilt |By| = |By|, d. h. alle Basen eines Vektorraums sind zueinander
gleichmiichtig.

BEWEIS Man nehme an, B; und B; seien Basen von V mit |By| = n und |B;| = m und
n # m. Ohne Beschrankung des Allgemeingiiltigkeit sei # < m. Dann kann man nach
dem Basisaustuschsatz jeden Vektor von B, durch einen von B; austauschen. Da aber
n < m ist, wird mindestens ein Vektor von B; mehrfach in B, ausgetauscht und B,
waire nicht mehr linear unabhingig, d. h. keine Basis von V. Also ist n = m.

Definition 32 Es sei V ein Vektorraum {iiber einem Korper K und B sei eine Basis von
V. Dann ist die Dimension von V {iiber K definiert als dimg (V) = |B|, d.h. die Dimen-
sion ist die Anzahl der Basisvektoren einer beliebigen Basis bzw. oo, falls die Basis B
(und damit jede andere Basis) unendliche viele Elemente enthalt.

Definition 33 (Standardnormalbasis) Fiir IR3 ist

1 0 0
B = 0)],(11].,10
0 0 1

die sogenannte Standardnormalbasis. Analog kann man die Standardnormalbasis fiir
die reellen Vektorroume IR" fiir beliebige Dimensionen n definieren. Die Basisvektoren
entsprichen den Einheitsvektoren des kartesischen Koordinatensystems.

Bemerkung 14 Wihlt man fiir die reellen Vektorraume R" die Standardnormalbasis
als Basis, so stimmen die Komponenten eines Vektors mit seinen Koeffizienten {iberein,
d. h. auch der Vektor und sein Koeffizientenvektor sind identisch.
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2.5 Skalarprodukt, Lange, Winkel und Vektorprodukt z%@

Beispiel 38 R" hat auch andere Basen als die Standardnormalbasis, ndmlich jede li-
near unabhédngige Menge von drei Vektoren ist eine Basis von R", z. B. ist fiir R3 die
folgende Menge eine Basis:

1)) )

Das haben wir in Beispiel 37 festgestellt. Dagegen ist

GRORE)

keine Basis, wie aus Beispiel 36 hervorgeht. Analog verhilt es sich allgemein mit IR".

2.5 Skalarprodukt, Linge, Winkel und Vektorprodukt

Definition 34 (Skalarprodukt) Essei V ein Vektorraum iiber dem Kérper IR. Eine Ab-
bildung - : VxV — R : (X,ij) = X - ist ein Skalarprodukt auf V, wenn - fiir alle
X,i,Z € Vund k € R die folgenden Eigenschaften erfiillt:

a) Xy =y - X (Symmetrie bzw. Kommutativitat)

b) Bilinearitat:

1) (X+¥)-2=X-Z+7-Z
)X (Y+2)=X-y+x-Z
3) (k-%)-7=k-(%-7)
4 x-(k-y)=k-(¥-7)
c) X-X > 0 (positive Definitheit)
d ¥¥=0c%¥=0

Definition 35 (Standardskalarprodukt) Fiir die reellen Vektorraume IR" ist das Stan-
dardskalarprodukt folgendermafien definiert:

X1 Y1
L X2 Y2 L
xy=1.11.1= Xi-yi=XxX1-Y1+...+ X5 Yy
i=1
Xn Yn

Satz 35 Das Standardskalarprodukt ist ein Skalarprodukt.

BEWEIS Ubung.
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