Definition 3.38. Eine Reihe > 77  ay, heiit absolut konvergent, falls > |ay| kon-
vergiert.

Bemerkung 3.39. Bemerkungen zum Begriff absolute Konvergenz.

e Fiir Reihen mit ausschlieSlich nichtnegativen Summanden (a,, > 0 fiir alle n > 0)
stimmen absolute Konvergenz und Konvergenz iiberein.

e Die Folge der Partialsummen 5, := Y} |an| ist monoton wachsend. Um absolute
Konvergenz nachzuweisen, geniigt es also zu zeigen, dass die Folge 5, beschrinkt
ist.

e Es gibt konvergente Reihen, die nicht absolut konvergieren. Zum Beispiel kann
man zeigen, dass die alternierende harmonische Reihe - % konvergiert,

n=1
wohingegen bekanntermafien » > L

n=1n = OQ.

e Umgekehrt folgt aus der absoluten Konvergenz aber stets die Konvergenz der Rei-
he, dies zeigt das néchste Lemma.

Lemma 3.40. Ist ) 7 a, absolut konvergent, so ist Y .-, an auch konvergent.

Beweis. Nach Voraussetzung konvergiert 5, := > ;'_,|ax| gegen einen Grenzwert, nen-
nen wir ihn 5. Insbesondere gilt fiir r, := >772 . lax|, dass 7, = 5, —5 — 0 fiir
n — 0o.

Bezeichne s,, := ZZ:O ay, die Partialsummen der ,,Original “-Folge, sowie u,, := s, —7n
und wy, := s, + 7y, dann bildet [u,,w,] eine Intervallschachtelung:

® Upil — Up = Sptl — Tntl — Sn + Tn = Ant1 + |ans1| > 0, also ist (uy)pew monoton
wachsend,

® Wpil — Wy = Sptl+Tntl — Sn—Tn = Apt1 — |ant1] < 0, also ist (wy,)pen monoton
fallend.

o (wy —Up) = 8p+ 7y — S$p + 1 =21, — 0 fiir n — oo.

Nach dem Intervallschachtelungsprinzip existiert genau ein s € R, dass in allen Interval-
len enthalten ist. Da aulerdem s,, € [uy,wy,] fiir alle n € IN gilt, folgt fiir jedes n € N:

[sn — 8| < (wp, — up) = 27y,

und somit |s, — s| — 0 fiir n — oo, also s, — s. O
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