1.3 Ringe M,

1.3.3 Einheiten und Nullteiler

Definition 20 Es sei (R, +,-) ein Ring und r € R. Hat r ein multiplikatives Inverses
(d. h. gibt es ein r~le€ Rmitr-r~! =r~1.r =1), so heiflt r Einheit.

Beispiel 22 Die Menge der Einheiten von Z ist {1, —1} und die von Q ist Q \ {0}.

Definition 21 Essei (R, +, -) ein Ring und a4 € R. Dann ist a ein Nullteiler von R, wenn
a # 0ist und wenn es ein b € R mit b # 0 gibt, sodass a - b = 0 ist.

Bemerkung 10 Die Zahlbereiche IN,Z,Q,R und C sind allesamt nullteilerfrei, d.h.
man kann in ihnen aus der Giiltigkeit der Gleichung a - b = 0 folgern, dass a oder b
gleich Null ist. Das ist bei Restklassenringen nicht unbedingt so, d. h. es gibt Restklas-
senringe, die Nullteiler enthalten. Man sieht beispielsweise an der Verkniipfungstafel
aus Beispiel 21, dass (Z4, ®) nicht nullteilerfrei ist: Es gibt Elemente ungleich 0, deren
Produkt 0 ist. Beispielsweise ist 2 ® 2 = 0.

1.3.4 Der euklidische Algorithmus

Satz 17 (Eindeutige Division mit Rest in IN) Fiir alle n,q € IN mit q # 0 gibt es genau
ein s € IN und genau ein r € IN, sodass

n=s-q+r
mit 0 < r < q gilt.

BEWEIS Nachweis der Existenz) Fall 1: Es sei g > n. Dannistn = s-q+r mits = 0
und r = n erfiillt.

Fall 2: Es sei g < n. Man betrachte dieMenge H={h € N |n>h-q}.Dan >4 >0
ist, ist n —0-g > 0 und damit 0 € H. Also ist H nicht leer. Da n - g4 > n und damit
n—n-q ¢ IN ist, ist n eine obere Schranke von H. Also existiert nach ?? das Maximum
max(H) von H. Es sei s := max(H) und r := n — s - q. Mit diesen Werten fiir s und r
ist n = s - g + r erfiillt. Nun ist nur noch zu zeigen, dass 0 < r < g ist. Man nehme an,
dassr > gsei. Dannistg <r=mn—-s-g,also0 <n—-s-g—g=n—(s+1)-g,d.h.
n > (s+1) - q. Das steht aber im Widerspruch dazu, dass s das Maximum von H ist.
Also ist r # g und damit 0 < r < q. Insgesamt ist dadurch gezeigt, dass es ein s und
ein r mit den gewtinschten Eigenschaften gibt.

Nachweis der Eindeutigkeit) Es seien s* und r* natiirliche Zahlen mit n = s* - g 4 r*
und 0 < r* < g. Nun ist zu zeigen, dass r = r* und s = s* ist. Ohne Beschrdankung der
Allgemeingiiltigkeit kann man annehmen, dass s* > s ist (andernfalls vertausche man
die Bezeichnungen). Dann ist wegenn = s*-g+r* =s-q+rauch (s* —s)-g =r—r*.
Dawegens* > sauchs* —s > 0gilt, ist (s* —s) - g > 0und daher r — r* > 0. Da sowohl
0 <r<galsauch 0 < r* < g gelten, istr — r* < gund daher (s* —s) - g =r —1r* <q.
Da aber s* —s € IN ist, ist die Ungleichung (s* —s) - ¢ < g nur fiir s* —s = 0 erfillt.
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Also ist s = s*. Andererseits ist dann auch 7 —r* = (s* —s)- g =0-q = 0, alsor = r*.
Damit ist die Eindeutigkeit gezeigt.

Beispiel 23 Es ist
499 =5-9+4

Alsoist 49 = s-9 4+ r mit s = 5 und r = 4 erfiillt. Der Beweis zum Satz 17 ist konstruk-
tiv, d. h. man kann ihn benutzen, um s und r zu berechnen. Die im Beweis definierte
Menge H = {h € IN | 49 > h -9} enthilt gerade die Faktoren /&, mit denen man 9
multiplizieren kann, sodass & - 9 kleiner oder gleich 49 ist, d. h. esist H = {1,2,3,4,5}.
Also ist nach dem Beweis s = max(H) = 5. Man erhélt r dann durch Umstellen der
Gleichungn =s-g+rnachr,d. h.esistr =n—-5-4=49—-5-9=49-5-9 =4

Satz 18 Es seien n,s,q,r € Nmitn =s-q+rund 0 < r < gqsowie q # 0 und n # 0.
Dann ist

und damit insbesondere
g8T(n,q) = ggT(q,7).

BEWEIS Es sei t ein gemeinsamer Teiler von n und ¢, d. h. es gelte t € T;, N T;. Dann
giltt | nund t | gund nauch t | s-q. Daraus folgt f | . Also ist t ein gemeinsamer
Teiler vongund r,d.h.t € T, N T, bzw. T, N T, C T, N T,

Umgekehrt sei ¢ ein gemeinsamer Teiler von g und r. Dann gilt auch f | s - g und
daher auch ¢ | n. Also ist t ein gemeinsamer Teiler von n und g, d.h. t € T,, N T, bzw.
T,NT,CT,NT,

Insgesamt erhélt man, dass T, N T, = T; N T, ist, und damit auch dass ¢9T(n,q) =
max(T, NT;) = max(T; NT,) = ggT(q,r) ist.

Beispiel 24 Satz 18 kann man benutzen, um die Berechnung des grofiten gemeinsa-
men Teilers zu vereinfachen. Sucht man gg7T(984,972), so kann man zunéchst eine
Division mit Rest durchfiihren und erhalt

984 =1-972 +12.

Alsoist 9T (984,972) = ¢¢T(972,12). Nun kann man Satz 18 ein zweites Mal bemiithen
und fiir 972 und 12 eine Division mit Rest durchfiihren. Man erhélt dann

972 =81-12+0.

Also ist 12 ein gemeinsamer Teiler von 972 und 12, und da 12 keinen grofseren Teiler
als 12 hat, ist 12 zugleich der grofite gemeinsame Teiler der beiden Zahlen. Also ist
12 = ggT(974,12) = ggT(984,972).

Das eben in Beispiel 24 veranschaulichte Verfahren aus Satz 18 wird im euklidischen
Algorithmus systematisch ausgenutzt, um den grofiten gemeinsamen Teiler zweier
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nattirlicher Zahlen zu berechnen. Mit diesem Algorithmus werden wir uns jetzt ndher
beschiftigen.

Satz 19 (Euklidischer Algorithmus) Es seien n,q € IN mit n > g > 0. Dann gibt es fiir
ein | € IN natiirliche Zahlen sy,sy, ...,s;41 und r1,12,...,1;,1141 mit den folgenden Eigen-
schaften:

n = s1-q-+rn mit0 <r; <gq
g = Sy-r1+n mit0 < ry <1
1T = S3-tr+713 mit0 <r3 <
rp = Sq-13-+14 mit0 <rg <713
Yo = S§1-1_1+71 mit 0 < 1 <11
fle1 = Spp1ctF+ry mitrg =0

mitq>ry>ry>...>11>1>0undr =0sowie ggT(n,q) = 1.

BEWEIS Induktionsanfang) Fiir n und g gibt es nach Satz 17 5,71 € N mitn =s;-q +
r1und 0 < r; < g, und nach Satz 18 ist ggT'(n,q) = ggT(q,71)-

Induktionssschritt) Fiir k € IN sei bereits gezeigt, dass es si, 1y € IN mit r,_, =
Sk-tk—1+reund 0 < 1 < rp_q und 9T (n,q) = ggT (rx_1, %) gebe. Dann gibt es nach
Satz 17 sg1q,7ks1 € N mit 71 = sgyq - 7 + 1401 und 0 < 147 < 1% Nach Satz 18 ist
88T (rk—1,1c) = 88T (i, 1ie1) und damit ggT (11, 9) = §8T (rk, Tk+1)-

Dar; > riyq > 0 fir allei € IN gilt, gibt es ein/ € IN mit r; > r;,7 = 0. Dann ist
r1=g8T(r,0) = ggT(ry,r141) = 88T (n,9).

Beispiel 25 Man kann g¢T (963, 657) mit dem euklidischen Algorithmus folgenderma-
en berechnen:

963 = 1-657+ 306
657 = 2-306+ 45
306 = 6-45+436
45 = 1-36+9
36 4-940

Also ist ggT(963,657) = 9, was man daran erkennen kann, dass 9 der letzte Rest un-
gleich Null ist.

Nun erfolgt der Ubergang nach Z. Die Schliisselstelle ist der Satz, dass die eindeu-
tige Division in Z ebenfalls moglich ist, wenn man die Reste auf Werte aus Ny be-
schrankt. Damit ldsst sich auch der euklidische Algorithmus in Z anwenden.
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Satz 20 (Eindeutige Division mit Rest in Z) Fiir alle p,q € Z mit q # 0 gibt es genau
ein s € Z und genau ein r € IN, sodass

p=s-q+r

mit 0 < r < |q| ist.

1.3.5 Einheiten und Nullteiler von Restklassenringen
Satz 21 (Lemma von Bézout) Esseia € Z, und a # 0. Dann gilt:
1. Wenn ggT(a,n) > 1ist, dann ist a ein Nullteiler von (Zy, ®, ®).

2. Wenn ggT(a,n) = 1ist, dann ist a invertierbar, d. h. eine Einheit von (Zy, ®, ®) und
das Inverse @~ ! lisst sich durch den euklidischen Algorithmus berechnen.

Insbesondere gilt: Die Elemente von Z,, \ {0} lassen sich in zwei disjunkte Klassen einteilen:
Entweder sind sie Einheiten oder Nullteiler.

BEWEIS Es sei ggT(a,n) > 1. Zu zeigen ist, dass es dann ein b € Z, gibt, sodass b # 0
und 2 © b = 0 ist. Wegen der Représentantenunabhéngigkeit kann annehmen, dass a
eine positive, d. h. natiirliche Zahl ist. Dann gilt:

a-n

ggT(a,n)
n

kgV(a,n) =

= a -

88T (a,n)

Nun setze man b = m Da ¢¢T(a,n) > list, gilt1 < b < n. Also ist b #
Andererseits ist a-b = kgV(a,n). Dan | kgV(a,n), alson | a-b gilt, ista-b =
Insgesamt gilt also@ ©® b = 0 mita # 0 und b # 0. Also ist  ein Nullteiler.

Nun sei ¢¢T(a,n) = 1. Zu zeigen ist, dass a invertierbar ist, d. h. dass es ein u € Z,

mita © u = 1 gibt. Es gilt:

ol al

a-u—1=0modn
nla-u—1

dkeZ: nk=a-u—1
deZ:1=n-l4+a-u

te o

Letzteres ist genau dann der Fall, wenn es eine Darstellung von 1 als Vielfachensumme
1=mn-14a-ugibt. Da ggT(a,n) = 1ist, gibt es (Wie man aus der Zahlentheorie weif)
eine solche Darstellung. Also ist @ invertierbar.
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