IV: Die Behauptung gelte fiir alle Polynome vom Grad kleiner oder gleich n.
IS: n — n+ 1. Sei p ein Polynom vom Grad n + 1. Falls eine Nullstelle 1 € K von
p(x) existiert, so erhalten wir nach Satz 4.29:

p(x) = s(x)(z = 1),

wobei s(x) ein Polynom vom Grad (n 4+ 1) — 1 = n ist. Jede Nullstelle von p(x), die
von x; verschieden ist, muss nach Bemerkung 2.14 eine Nullstelle von s(z) sein: Das
Produkt s(z)(x — z1) kann nur gleich Null sein, wenn mindestens einer der Faktoren
bereits gleich Null ist. Nach Induktionsvoraussetzung hat s(z) héchstens n Nullstellen,

somit kann p(z) hochstens n+ 1 Nullstellen haben, ndmlich z; sowie die Nullstellen von
5. O

Definition 4.32. Eine rationale Funktion ist eine Funktion der Form

| V@)
FRAN SR, f@)=20

wobei p und ¢ Polynomfunktionen sind und N die Menge der Nullstellen von ¢
bezeichnet.

Bemerkung 4.33. Ein wichtiges Beispiel ist die Hyperbelfunktion f : R\ {0} — R,
f(x) = £ fiir ein ¢ > 0. Sie driickt Antiproportionalitit aus: Wéchst die Grofe » um
den Faktor k, so verdndert sich f(x) um den Faktor 1/k. Das Produkt bleibt zf(x) = ¢
bleibt stets konstant. Beliebtes Beispiel: 5 Korrektoren brauchen 20 Stunden fiir die
Klausurkorrektur, wie lange braucht 1 Korrektor?

Lemma 4.34. Eine rationale Funktion f(x) = p(x)/q(x) ldsst sich immer in die Form

= s(x @
1) = s+

bringen, wobei s(x) und r(x) Polynomfunktionen sind und deg(r) < deg(q) gilt.

Beweis. Polynomdivision p(x) : q(x) O

4.3 Potenzreihenfunktionen

Wie berechnet man die Funktionswerte der Exponentialfunktion, oder des Logarithmus;
oder von Sinus und Kosinus? Dies geschieht mit Hilfe von Potenzreihen! All die genannten
Funktionen konnen némlich als sog. Potenzreihenfunktion (s.u.) definiert werden. Dies
sind in gewissem Sinne ,unendliche*“ Polynome; und haben den groflen Vorteil, dass
ihre Werte nidherungsweise mit Hilfe von ,normalen® (endlichen) Polynomen berechnet
werden kénnen.

76



Definition 4.35. Eine Potenzreihenfunktion ist eine Funktion f der Form
o0
f:D—R, flz) = Zakmk
k=0

mit ag,ay, -+ € R. Hierbei ist D die Menge aller Werte x, fiir die Potenzreihe
Yoo apx”® konvergiert. Die Werte ay, heifien Koeffizienten der Potenzreihe.

Bemerkung 4.36. e Fiir jeden fest gewéhlten Wert von x ist > 72 apx® eine Reihe
im Sinne von Kapitel 3.3; insbesondere kann Konvergenz mit den dort behandel-
ten Methoden untersucht werden. Aufgrund der speziellen Form der Reihenglieder
spricht man von Potenzreihen.

e Man beachte: Die Folgeglieder der Partialsummenfolge sind Polynome. Dies er-
klédrt, wie man den Funktionswert einer Potenzreihenfunktion niherungsweise mit
Polynomen berechnen kann. Hierbei muss man beachten, dass wir die Konvergenz
(momentan) fiir ein festes x untersuchen. Wird z variiert, kann dies Auswirkungen
auf die Qualitdt der Annéherung haben. Wir gehen darauf spéter nochmal ein.

Definition 4.37. Sei Y 3o, axz” eine Potenzreihe. Thr Konvergenzradius r ist defi-
niert durch

o0
r = sup{|s| : s€e D} = {|s| : seR, Zaksk < konvergiert}.
k=0

Satz 4.38. Sei > ;- apx® eine Potenzreihe mit Konvergenzradius v > 0. Dann gilt fiir
alle x € R:

(a) Ist |z| <, so konvergiert Y o, araz® absolut.
(b) Ist |x| > r, so divergiert > oo, axxk.

Beweis. Aus der Definition des Konvergenzradius ergibt sich, dass Y axz® fiir |z > r
nicht konvergiert, also divergiert. Wir miissen also nur die erste Aussage zeigen.

Ist also |z| < 7, so gibt es ein y € R mit |2| < |y| <7, so dass > re, ary” konvergiert.
Nach Satz 3.45 gilt apy® — 0, insbesondere ist diese Folge dann beschriinkt, es gibt also
ein M > 0 mit |axyg| < M fur alle & > 0. Setzen wir nun ¢ := %, so ist ¢ € (0,1), und
es gilt

lapa| = k @ k
apz”| = [apy”| - P < Mq".
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Nach Satz 3.32 konvergiert y ;2 M q"; also konnen wir das Majorantenkriterium 3.41
anwenden und erhalten, dass >3 axz® absolut konvergiert. O]

Bemerkung 4.39. Der vorstehende Satz sagt insbesondere: Ist r der Konvergenzradius
einer Potenzreihe, so ist die zugehdrige Potenzreihenfunktion mindestens auf (—r,r)
definiert, d.h. (—r,7) C D. Auflerdem gilt D C [—r,r]; die Konvergenz in z = r und
x = —r muss jeweils ,,individuell * iiberpriift werden.

Ist » = 0, so konvergiert die Potenzreihe nur fiir z = 0 - dort gilt stets f(0) = ao. Ist
r = 00, so konvergiert die Potenzreihe fiir alle z € R, dann ist D = R.

Zur Bestimmung des Konvergenzradius sind die folgenden Formeln niitzlich.

Satz 4.40 (Formel von Hadamard). Sei > 5o, axx® eine Potenzreihe. Gibt es ein S €
[0,00) N {oo} mit

lim ¥a, =S,

n—oo

so gilt fiir den Potenzradius: r = oo falls S =0, r =1/S fir S € (0,00) sowie r =0 fiir
S = 0.

Beweis. Hausaufgabe. O
Die zweite Formel folgt aus dem Quotientenkriterium.

Satz 4.41. Sei ZZO:O apx® eine Potenzreihe. Gibt es ein n € IN mit a,, # 0 und existiert
ein R € (0,00) U {oo} mit
Gnp

R = lim

n—oo

)

An+1

so gilt fiir den Konvergenzradius r = R.

Beweis. Hausaufgabe. O

Rechenregeln fiir Potenzreihen. (4.42)

Seien f(x) = Y50 axz® und g(z) = Y32, bpx® zwei Potenzreihenfunktionen mit
maximalen Definitionsbereichen Dy und D,. Es sei D := Dy N D,

e Die Summe f + ¢g und die Differenz f — g sind wiederum Potenzreihen. Sie
konvergieren auf D und es gilt

o0 oo
(f +9)(@) = (ar + by)a", = (ar — by)a*
k=0 k=0

Dies folgt aus den Rechenregeln fiir Reihen.
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e Das Produkt f - g ist ebenfalls eine Potenzreihe welche auf D konvergiert, es
gilt

oo n
(f-9)(x)= Z ez, wobel ¢, = Zakbn,k fiir alle n > 0.
n=0 k=0

Dies folgt aus Satz 3.48 {iber das Cauchy-Produkt.

Bemerkung 4.43. Man kann auch den Quotienten aus zwei Potenzreihen betrachten.
Seien f, g wie zuvor, so kann h := L auf D \ N definiert werden, wobei N die Menge der
Nullstellen von g ist. Allerdings ist nicht klar, ob h selbst wieder eine Potenzreihe ist.

Falls h(z) = 332, dra® gelten wiirde, so folgt aus den Rechenregeln fiir das Produkt,
unter Ausnutzung von h - g = f, dass

NE

brdp—k,

ap —

el
I

0

also insbesondere
ag = bodp, a1 = bido + bod1,
und somit 1
=—, di = —(ay — bidy),
by 1 b (a1 — bidp)
Wir erhalten also eine rekursive Vorschrift zur Bestimmung der Koeffizienten von h,
vorausgesetzt, dass by # 0. Ist bg = 0, so ldsst sich h nicht als Potenzreihe darstellen.

4.4 Exponential-, Logarithmus- und allgemeine Potenzfunktion

In den folgenden beiden Abschnitten lernen wir nun die Potenzreihendarstellungen der
mit Abstand wichtigsten Funktionen kennen. Wir beginnen mit der Exponentialfunktion.

Proposition 4.44. Die Potenzreihe Y ;- %xk konvergiert fir jedes © € R.

Beweis. Der Beweis ist Hausaufgabe. O

Definition 4.45. Die Fxzponentialfunktion ist definiert als

o0
1
— 2k

k!
k=0

exp: R —= R, exp(z) =

Proposition 4.46. FEigenschaften der Exponentialfunktion.
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